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Summary. In the present article is enterprise an analysis of the monograph Algebraic topology of multi-ary relations
by Sergiu Cataranciuc. This fundamental research was inspired by solving a number of actual problems with applicative-
theoretical aspects. It mentions some particularities of the process of the transition from the concrete to the general,
from the real to the abstract. Some open problems are formulated.
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Rezumat. in prezentul articol se intreprinde o analiza a monografiei Topologia algebricd a relatiilor multi-are, sem-
nata de Sergiu Cataranciuc. Aceasta cercetare fundamentala a fost inspirata de solutionarea unui sir de probleme im-
portante cu aspect aplicativ-teoretic. Se mentioneaza unele particularitati ale procesului de trecere de la concret la
general, de la real la abstract. Sunt formulate si un sir de probleme nerezolvate.
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INTRODUCERE

Recent, la Editura Universitatii de Stat a Moldo-
vei a vazut lumina tiparului monografia Topologia al-
gebrica a relatiilor multi-are [4], semnata de doctorul
conferentiar universitar Sergiu Cataranciuc, redactor
stiintific - academician Petru Soltan.

Prezentul articol are urmétoarele scopuri:

= Sa realizeze o analiza a monografiei Topologia
algebricd a relatiilor multi-are.

» S analizeze cateva probleme clasice care au
condus la crearea de noi teorii matematice.

= Sd sugereze extinderi inedite in teoria omologi-
ilor si coomologiilor relatiilor multi-are.

Monografia in cauza are un caracter teoretico-
aplicativ pronuntat. Mai mult, dupa cum mentio-
neaza chiar autorul in introducere, cercetarile teore-
tice ce tin de studierea structurilor matematice noi,
numite complexe de relatii multi-are, au pornit de la
examinarea unor probleme practice, asupra carora,
prin anii '60-'70 ai secolului trecut, au fost intreprin-
se mai multe incercéri de a le solutiona de cétre dis-
cipolii academicianului P. Soltan.
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Printre acestea se afla problema medianei, prob-
lema divizarii in parti convexe a unei structuri dis-
crete, determinarea strategiilor optime in jocuri
combinatoriale etc., pentru care in acea vreme au
fost elaborate metode de solutionare doar in cateva
cazuri specifice, particulare. Rezultatele obtinute in
legatura cu examinarea complexului de relatii multi-
are oferd noi posibilititi de a rezolva unele probleme
care sunt abordate in ultimul capitol al lucrarii.

Monografia reprezinta o investigare profunda
si originald a relatiilor multi-are cu rezultate funda-
mentale in domeniile topologiei algebrice si a teo-
riei grafurilor. in consecintd, rezultatele teoretice
unor metode eficiente de solutionare a problemelor
cu caracter aplicativ. Prin urmare, studiul nominali-
zat constituie o imbinare surprinzatoare dintre parti-
cular si general, dintre real si abstract.

Este evident cd viata si practica de toate zilele ne
ofera probleme concrete si particulare. Printre aces-
tea se pot evidentia anumite clase de probleme care
pot fi solutionate in acelasi mod. Mai mult, adesea,
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procesele reale studiate pot fi descrise cu ajutorul
anumitor structuri si relatii virtuale, intuitive, care
oferd metode de solutionare neasteptate, uimitoare.

Trecerea de la real la abstract este un moment im-
portant al procesului de separare a ceea ce in realitate
nu este separat sau separabil, prin care se desprind si
se retin unele dintre caracteristicile si relatiile esentia-
le ale obiectului cercetarii. Abstractul este o transfor-
mare a realitatii obiective, un produs nou care reflec-
td anumite proprietati ale realitatii. Acesta apartine
spatiului conceptual, si nu celui real. Se poate spune
ca fiecare cuvant din vocabularul unei limbi vorbite
este un produs abstract. Orice cuvant-sens este o abs-
tractie, o actiune informationald. Numarul, functia,
dreapta, planul, cercul, sfera sunt notiuni abstracte cu
realiziri concrete. Insa nu orice abstractie este viabila.
Viabilitatea abstractului depinde, in primul rand, de
compatibilitatea lui cu realitatea. Principiul realizérii
exprima coerenta si unitatea dintre real §i abstract.
Max Tegmark afirma: Toate structurile existente ma-
tematic, de asemenea, existd si fizic [24]. Rezultatul
abstractizarii depinde de mijloacele folosite de cerce-
tator si, nu in ultimul rand, de abilitatile si ,,gusturile”
acestuia. Acelasi proces poate fi modelat abstract in
mai multe moduri, depinzand de scopul cercetarii.
Uneori apare necesitatea de a crea directii de cerce-
tare si fundamentare a unor noi domenii matematice.

Trecerea de la particular la general sau de la real
la abstract nu e simpld si deseori contine capcane
ascunse. Dificultétile pot sd apard din urmétoarele
cauze:

» matematica studiaza notiuni si relatii intre ele,
bine determinate din punct de vedere logic, iar lim-
bile vorbite oferd multe notiuni cu un volum de in-
formatie vag, evaziv;

* nu tot ce pare a fi clar si precis conduce la con-
cluzii corecte;

» unele rezultate matematice au un confinut opus
asteptdrilor si intuitiei, iar in anumite cazuri, pot ge-
nera crize profunde.

De exemplu, Hippasos din Metaponte (sec. V 1.
Hr.), filozof al Greciei Antice din scoala pitagoria-
nd, a demonstrat cd diagonala patratului cu latura 1,
care este egald cu radacina patrata a lui 2, notativ?2,
nu este numar rational. Filozofia greaca a fost puter-
nic influentata de studiul geometriei. Din punct de
vedere geometric, orice rezultat al masurarilor este
numdr, iar din punct de vedere aritmetic, orice nu-
madr este fractional. Acest lucru a cauzat o reevaluare
semnificativa a filozofiei matematicii.

Potrivit legendei (legenda nu are confirmare),
colegii pitagorieni au fost atat de traumatizati de
aceastd descoperire, incit l-au ucis (altii afirma ca

1-au fugdrit din scoala pitagoriand) pe Hippasos pen-
tru a opri raspandirea ideii lui eretice. Unii sustin ca
pedeapsa i-a fost acordata deoarece a divulgat secre-
tul constructiei dodecaedrului regulat inscris intr-o
sferd. Numere irationale apar si in cazul utilizérii
Proportiei de aur pentru constructia pentagonului re-
gulat. Carezultat, acest uimitor si controversat fapt s-a
soldat cu divizarea matematicii in trei domenii mari:
geometrie, algebra si teoria numerelor. Metoda coor-
donatelor, conceputa de Thales (6401. Hr. - 550 1. Hr.),
a ramas in folosinta geografiei, iar pentru mate-
maticd a fost trecutd la umbra uitdrii pana la René
Descartes (1596 — 1650).

Teoria multimilor ca domeniu al matematicii a
fost initiata in a doua jumatate a secolului al XIX-lea
de citre matematicienii germani Georg Cantor si Ri-
chard Dedekind. Inca filozofii Greciei Antice operau
cu notiunile de:

® infinit actual - o infinitate de obiecte concepute
ca existand simultan;

* infinit potential - o multime sau o marime fini-
ta, dar care se poate mari oricat de mult.

Din cauza faimoaselor aporii ale lui Zenon se
considera cd infinitul actual nu este accesibil in-
tuitiei si doar infinitul potential poate fi utilizat in
gandirea matematicd. In lucrarea Teoria rationald a
infinitdtii, Cantor a depdsit aceasta contradictie, in-
cercand s ,numere infinitul” cu ajutorul functiilor
bijective'. El a stabilit cd existd o ,mare infinitate” de
tipuri ale infinitului. Conform definitiei lui Cantor,
multimea poate fi descrisd in urmétorul mod: o to-
talitate de obiecte bine determinate si distincte, numi-
te si elemente ale multimii. Cantor considera initial
cd o proprietate P genereazd multimea {x:P} tuturor
obiectelor (elementelor) x cu proprietatea P. S-a aré-
tat mai tarziu ca aceste concepte, definite in modul
indicat, conduc la aparitia unor contradictii. Antino-
mia (paradoxul) lui Bertrand Russel (1902) demon-
streaza cd totalitatea B a tuturor multimilor care nu
se contin ca element nu este o multime. Din aceasti
cauzd se introduce notiunea de clasd ca o totalitate
de obiecte bine determinate si distincte, numite si ele-
mente ale clasei. Deci, totalitatea B din paradoxul lui
Russel este o clasd si nu este multime. Totodata, orice
multime este si clasd. Antinomia lui Richard (1905)
(simplificata ulterior de Berry) afirmd ca nu existd
»>multimea C a tuturor numerelor naturale care pot
fi definite cu mai putin de 17 cuvinte” In caz contrar,
»cel mai mic numar natural care nu poate fi definit
cu mai putin de 17 cuvinte” va fi un element al mul-

T Conceptele de multime si bijectie au fost examinate mai devreme de

Bernhard Bolzano (1781 - 1848). Cea mai mare parte a lucrarilor sale
au ramas In manuscrise si au fost tiparite abia in anul 1930.
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timii C. Paradoxul lui Richard tine de ambiguitatea
limbajului obisnuit: Ce inseamnd exact a defini un
numdr natural? Existd si alte antinomii.

Antinomiile teoriei multimilor au ,tulburat”
universul stiintei si au dus la o noua criza: cdt de
adevdrat este ceea ce s-a demonstrat cd este adevdirat?
Pentru a elimina aceste contradictii, au fost create
teorii axiomatice ale multimilor: teoria lui Zermelo
si Fraenkel (ZF); teoria lui von Neumann, Bernays
si Godel (NBG) si altele [17]. Pentru a evita antino-
miile, B. Russell a introdus principiul cercului vicios:
niciun membru al unei colectii nu poate fi definit
prin colectia la constituirea careia el a servit ca mem-
bru [23]. In teoria naiva (neaxiomatici) a multimilor
sunt descrise constructiile si operatiile admisibile cu
multimile. Evolutiile surprinzatoare si controversate
ale logicii formale si teoriei multimilor de la incepu-
tul secolului XX au contribuit la crearea fundamen-
telor matematicii. Teoria multimilor sté la baza tutu-
ror teoriilor matematicii contemporane.

Istoria unor probleme clasice care au inspirat
crearea de noi teorii matematice

Din punct de vedere istoric, cercetarile matemati-
ce au derivat din necesitatea de a face anumite calcu-
le, de a efectua diverse masurari, de a studia anumite
procese, dea predetermina evenimente astronomice,
urmdrind anumite scopuri practice. Aceste tendinte
s-au pastrat pand in zilele de astazi. Studiul relatii-
lor cantitative, al modelelor de structura, al formelor
spatiale, determina obiectul matematicii ca stiintd. In
sens modern, matematica este stiinta despre struc-
turi abstracte, relatii, ordondri, masurdri si descrieri
ale formelor obiectelor. Obiectele matematice sunt
create prin idealizarea proprietatilor obiectelor reale
si scrise intr-o limbé formala.

Sunt cunoscute situatii reale care au inspirat
teorii noi datoritd aparitiei unor idei ,de moment”.
Drept exemplu poate servi istoria cu momentul
»Evrica” in cazul lui Arhimede, sau cea cu ,,marul lui
Newton”. Ins3, desigur, exista si situatii care generea-
74 noi teorii doar dupa o analizi profunda. In acest
context putem mentiona problema celor sapte po-
duri din Konigsberg, de la care a pornit dezvoltarea
topologiei ca stiinta si care, in anumit sens, a inspirat
unele idei ce au contribuit la fundamentarea teoriei
relatiilor multi-are.

Problema podurilor Konigsberg - celebra
problema de traversare, ale cérei origini dateazd cu
mijlocul secolului al XVIII-lea. In acele vremuri,
in ordselul Konigsberg din Prusia Orientala (astazi
Kaliningrad, Rusia), locuitorii gasiserd o distractie
destul de originala. Orasul era strabdtut de raul Pre-
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gel, care pe teritoriul orasului se bifurca in doua
brate, formand doua insule. Insulele erau legate de
maluri cu sapte poduri (Figura 1). Locuitorii se stra-
duiau sa gdseascd un traseu care le-ar permite sa par-
curgd toate cele 7 poduri o singura data. Nereusind
acest lucru, au apelat la matematicieni pentru gésirea
solutiei. Asa a aparut problema celor sapte poduri din
Konigsberg.

Figura 1. Harta din secolul XVII a orasului K6nigsberg
cu raul si podurile evidentiate

Orasul Konigsberg, fondat in 1255 de germani, a
fost timp indelungat capitala Prusiei Orientale si cel
mai important centru economic si cultural al estului
german pana in 1945. In acest oras s-au niscut si au
activat multi savanti germani: Johannes Miiller, Im-
manuel Kant, David Hilbert, Hermann Minkowski,
Franz Ernst Neumann, Heinrich Eduard Heine, Frie-
drich Wilhelm Bessel, Iohannes Kepler, Paul Thomas
Mann, Gustav Robert Kirchhoff si altii. Leonhard
Euler (1707-1783), considerat cel mai mare mate-
matician al sec. al XVIII-lea si unul dintre remar-
cabilii savanti polivalenti ai omenirii, a aflat despre
problema amuzanta a locuitorilor orasului.

Euler a cercetat in mod stiintific problema si a
facut o comunicare pe aceasta tema la Academia din
St. Petersburgin anul 1735, cu titlul: Solutia unei prob-
leme ce apartine geometriei de pozifie, care a fost
publicata in 1736. El a aratat ca problema, in forma
in care a fost prezentaté, nu are solutie. Aceasta nu
depindea de lungimea si forma podurilor sau de dis-
tanta dintre ele, ci numai de pozitia lor unul fata de
altul. Solutia euleriand a problemei date a dus la apa-
ritia si dezvoltarea topologiei si a teoriei grafurilor.
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Graful este o pereche ordonata de mul{imi G=(V, E),
unde V este o mulfime nevida si finitd de elemente
numite vérfuri, iar E este o multime de perechi de
varfuri, numite muchii ale grafului. (Perechile de
varfuri din E pot fi ordonate sau neordonate si, in
functie de aceasta, grafurile se numesc neorientate
sau orientate.) Perechea formata din varfurile x si y
se noteaza (x, y). In acest caz se spune ci x si y sunt
varfuri adiacente si fiecare dintre acestea se conside-
ra incident muchiei (x, y). Numdrul de muchii inci-
dente varfului x se numeste grad al acestui varf si se
noteaza prin d(x). Intr-un graf neorientat, o secvent
de varfuri (v,v,, ... ,v), unde v, este adiacent cu v,
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Figura 2. Schema formala a orasului Konigsberg

Problema celor sapte poduri din Konigsberg
poate fi rezolvatd acum in modul urmator. Fie m, si
m, malurile raului, iar i i, - insulele. Examinim
doud multimi: Vz{ml,mz,il,iz}, si E={p1, Py Py Py Do
2 p7} formaté din toate podurile, conform schemei
din figura 2. Obtinem graful neorientat G=(V,E),
in care toate vérfurile sunt de grad impar. Existen-
ta unui ciclu eulerian ar insemna existenta unei so-
lutii a problemei. Conform teoremelor E1 si E2 in
acest graf nu exista nici lanturi, nici cicluri euliriene
(figura 3).

De-a lungul a zeci, ba chiar sute de ani, s-a ob-
servat ca grafurile servesc drept model eficient la
solutionarea mai multor probleme de optimizare,
caracteristice diferilor domenii de activitate. Acestea
au devenit deja probleme clasice ale matematicii, fi-
ind redescoperite in permanentd in procesul exami-
ndrii unor chestiuni de ordin practic. In acest sens,
una dintre cele mai cunoscute probleme de optimi-
zare combinatoriald este cea a comis-voiajorului: se
considera o multime din n orase si un comis-voiajor
care trebuie sa le viziteze pe toate, trecand o singura
datd prin fiecare oras si sa se intoarcd in orasul de
pornire astfel incat costul total al drumului sa fie cat

pentru orice 1<i <k, se numeste lanf, iar lantul inchis
se numeste ciclu. Lantul/ciclul care contine fiecare
muchie a grafului exact o singurd data se numeste
lant/ciclu eulerian. Lantul/ciclul care contine fiecare
varf al grafului exact o singura data se numeste lant/
ciclu hamiltonian.

Euler a stabilit urmatoarele teoreme:

E1. Graful neorientat conex contine un lant eule-
rian dacd si numai dacd exact doud varfuri ale aces-
tuia sunt de grad impar.

E2. Graful neorientat conex contine un ciclu eul-
erian dacd si numai dacd toate varfurile sunt de grad

par.

- (=)

Figura 3. Graful asociat problemei podurilor Kénigsberg

mai mic. Din punct de vedere formal, in varianta cla-
sica, problema este echivalenta cu cea de a gési un ci-
clu hamiltonian de cost minim intr-un graf. Proble-
ma este importantd atat din punct de vedere teoretic,
cat si din punct de vedere practic, intrucat o serie
de probleme concrete pot fi formulate ca problema
comis-voiajorului:

= identificarea rutei optime pentru mijloacele de
transport;

= generarea traseelor urmate de dispozitivele de
producere a circuitelor integrate;

= problema transferului;

= problema drumului de cost minim;

= problema fluxului maxim;

= problema fluxului maxim de cost minim.

Diverse aplicatii ale teoriei grafurilor in chimie
se pot regisi in culegerea de articole [16]. In ar-
ticolul lui D. M. Walba din aceasta culegere se ex-
pune metoda sintezei benzii moleculare de forma
benzii lui Mobius, primul exemplu de suprafata
neorientatd cu o singura parte. August Ferdinand
Mobius (1790 - 1868) a fost un matematician si as-
tronom german.

In lucrarea lui R. B. King, din aceeasi culegere,
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se cerceteaza legaturile chimice in molecule de for-
ma poliedrelor regulate. Existd numai cinci tipuri
de poliedre regulate: din triunghiuri sunt formate
tetraedrul (cu patru fete), octaedrul (cu opt fete) si
icosaedrul (cu 20 fete); din patrate este format cu-
bul sau hexaedrul cu sase fete; din pentagoane este
format numai dodecaedrul cu 12 fete. Compusii ob-
tinuti se numesc poliedroni. Compusul CH, este
un tetraedron, compusul CH, este un cuban si com-
pusul C, H, este un dodecaedron. In alte articole
se examineaza clustere de molecule de forma unui
complex poliedron, se cerceteaza compusi chimici cu
diferiti invarianti ai grafurilor, topologii pe compusi
de molecule etc.

Orice poliedru simplu P din spatiul euclidian
n-diensional E", n>1, are fete care sunt poliedre sim-
ple cu dimensiunea n-1, iar acestea, la rindul sdu, vor
avea fete cu dimensiunea n-2 etc. In asa mod, pen-
tru poliedrul P se determina fetele cu dimensiunea
0 care coincid cu varfurile poliedrului, fetele cu di-
mensiunea 1 care coincid cu muchiile poliedrului si
asa mai departe pand la fetele cu dimensiunea n-1.
Cele mai elementare poliedre simple sunt simple-
xele: punctul, segmentul, triunghiul, tetraedrul etc.
Simplexul n-dimensional pentru n>1 are n+1 fete si
n+1 véarfuri. S-a determinat cd unele figuri spatiale F
pot fi reprezentate ca o totalitate de poliedre simple
y:{Fl, F,.. Fm} cu proprietétile: daca P € ysi H este
o fatd a poliedrului P, atunci // € y ;dacd P,Q e vy,
atunci P si Q sau nu se intersecteazd, sau au o fatd
comuna. In acest caz y se va numi descompunere po-
liedrald a figurii F

Admitem cd y este 0 descompunere poliedrala
a figurii E Notam prin k(F) numarul de poliedre de
dimensiunea i din y. Numérul

e(F) = k(F)-k (F)+k,(F)+ ..+ (-1)'k(F)+... ~ (e)

se numeste caracteristica lui Euler-Poincaré a figurii
F si acesta nu depinde de descompunerea poliedra-
14 a figurii E Formula si concluzia raimén aceleasi,
daca poliedrele F, se inlocuiesc cu poliedre curbilinii
topologic regulate sau simple, adica topologic echi-
valente cu poliedre regulate sau simple. Acest fapt
extinde posibilititile de a aplica caracteristica lui
Euler-Poincaré pentru o clasd mai larga de figuri, in
particular, pentru suprafete (de asemenea, de a aplica
aceastd teorie in diverse domenii).

Pentru suprafata unui poliedru F din spatiul eu-
clidian 3-dimensional formula (e) are forma e(F)=v—
m+f, unde v este numarul de varfuri, m — numarul
de muchii, iar £ — numarul de fete din F, si poarta
numele de formula poliedrald a lui Descartes-Euler.
Acest caz particular a fost stabilit de Euler in 1752,
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iar cazul general - de catre Poincaré in 1893. For-
mula permite caracterizarea poliedrelor regulate,
clasificarea unor compusi chimici, descrierea struc-
turii moleculare a celulelor etc. Pentru un poliedru P
regulat, simplu sau convex, vom avea:

e(P)=k (P)-k,(P)+k,(P)=v-l+f=2,

Descompunerile poliedrale pot fi formalizate in
urmétorul mod. Se numeste complex simplicial abs-
tract, sau simplu - complex simplicial, o pereche or-
donatd de multimi K=(V, F), unde V este o mulfime
nevidé de elemente numite varfurile complexului, iar
F este o familie de submultimi finite ale multimii V;
numite simplexe, cu proprietitile: daca v€V, atunci
{v}€F; daca f €F si g este submultime nevidd a mul-
timii f, atunci g€F; daca f€ F contine k+1 elemente
din V, atunci k se numeste dimensiunea simplexului
f. Pentru un complex simplicial finit K se determi-
néd caracteristica lui Euler-Poincaré e(K) conform
formulei (e). Mai mult ca atat, in mod traditional se
construiesc grupurile de omologii H*(K, G) cu co-
eficienti din grupul abelian G. Studiul sistematizat al
grupurilor de omologii a fost initiat de catre distin-
sul savant francez Jules Henri Poincaré (1854 -1912)
[10, 12, 19, 20], chiar daca se recunoaste cd Teoria
Omologiilor incepe de la formula lui Euler, sau ca-
racteristica Euler a poliedrelor. Poincaré, de reguld,
formula problemele matematice fiind inspirat de
diverse probleme din fizicd, astronomie, stiinte ale
naturii, ceea ce deseori conduce la necesitatea elabo-
rarii unor metode sau chiar teorii noi. In anul 1857
Riemann a introdus notiunea de varietate si unele ca-
racteristici omologice, precum ar fi notiunile de gen
si n-conexiune. Apoi, in 1871 Betti [2] demonstreaza
independenta ,,numerelor omologice” de modul in
care a fost aleasd baza. In faimoasa sa lucrare Analysis
situs, scrisd de Henri Poincaré (a se vedea [21]), au
fost introduse pentru prima datd notiunile de com-
plex de lanturi simpliciale si de omologie simpliciala
a varietdtii triangulabile. Rangurile r_(F) grupurilor
de omologii H"(K,G) sunt numerele Betti. In lucra-
rea [21] Poincaré a determinat cd pentru familia de
simplexe F este adevdrata egalitatea:

e(F) =r (F)-r(B)+r(F)+ ..+ (-1)r(F)+.. (p)

Cu aceasta formuld s-a initiat ,,masurarea algebri-
ca a armoniei geometrice™. Studiul claselor omologi-
ce ca grupuri abeliene a fost initiat de caitre Emmy No-
ether, Leopold Vietoris si Walther Mayer in perioada
anilor 1925 - 1928 (ase vedealucririle [25, 5,19]). For-
malismul dezvoltat in lucrarile lui S. Eilenberg, H. P.
Cartan, N. Steenrod si altii [5, 11, 19, 20, 25] au per-

2

O modificare a cuvintelor lui Salieri ,,a masura armonia cu algeb-
ra”, din tragedia lui A.S. Puskin ,,Mozart si Salieri”.
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mis extinderea teoriei omologiilor pentru anumite
structuri discrete. De exemplu, C.H. Dowker [9] inca
la inceputul anilor '50 ai secolului trecut a propus o
metoda de construire a omologiilor relatiilor binare,
care au fost mai tarziu aplicate in studiul automatelor.
Importante concepte si constructii cu diverse aplicatii
referitor la teoria omologiilor si coomologiilor sim-
pliciale abstracte sunt propuse si examinate in lucra-
rile lui R. Miron, Gh. Pitis si I. Pop [19, 20].

In contextul celor spuse mai sus constatim ci
monografia Topologia algebricd a relatiilor multi-are
completeazd intr-un mod constructiv teoria generala
a omologiilor cu rezultate originale ce pornesc de la
studierea unei structuri discrete noi. Studiul denota
o abordare profunda si originala:

*» se propun metode noi de studiu ale unui sir finit
de relatii de orice arietate;

» sunt simple si neobisnuite axiomele complexu-
lui de relatii multi-are;

» conceptul de complex de relatii multi-are aco-
perd o serie de notiuni clasice (grafuri, hipergrafuri,
matroizi, complexe simpliciale etc.);

» sunt surprinzéitoare conceptul de cuasisimplex
si cdile de utilizare a acestei notiuni;

» spectrul de probleme practice care pot fi solu-
tionate prin aplicarea metodelor teoriei complexelor
de relatii multi-are este foarte larg.

Se cunoaste ca un spatiu topologic X poate fi
aproximat cu complexe simpliciale. Fie w o astfel de
familie de submultimi ale spatiului X, incét fiecare
punct x€X se contine intr-un numar finit ord(x,w)=1
de elemente din w si existd o vecinatate a punctului
x care se intersecteazd cu un numar finit de elemente
din w. Astfel de familii se numesc acoperiri local fini-
te ale spatiului X. Fie V=w, iar F - totalitatea submul-
timilor din w cu intersectie nevida. Atunci K=(V, F)
este un complex simplicial, care se considerd o apro-
ximatie a spatiului X. In totalitatea acoperirilor local
finite din multimi deschise exista o dirijare care per-
mite sd ludm limita grupurilor de omologii care, la
randul sau, formeazad grupurile de omologii H"(X,G)
ale spatiului X. Aceastd metoda a fost propusa in
1929 de citre matematicianul rus Pavel S. Alexan-
drov (07.05.1896 — 16.11.1982) si extinsa apoi de ca-
tre multi alti savanti [10, 12, 19, 20].

Vorbind despre aproximarea spatiului X cu com-
plexe simpliciale nu putem trece cu vederea, desigur,
cazul cand complexele respective sunt de alta natura.
In loc de simplexe, de exemplu, pot fi examinate
cuburile abstracte. In acest caz se obtin grupuri de
omologii cubice ale spatiului sau ale complexului cu-
bic. Unele grupuri de omologii cubice coincid cu cele
simpliciale. Astfel, obtinem cé grupurile de omologii

cubice singulare coincid cu grupurile de omologii
singulare simpliciale [12]. Grupurile de omologii si
co-omologii descriu proprietatile multor procese cu-
noscute in fizicd, chimie, biologie etc. De exemplu,
exista o analogie surprinzitoare intre proprietatile
sirului de grupuri omologice si legile lui Kirchhoff,
formulate pentru circuitele electrice.

Apare intrebarea: Din ce cauza se cerceteaza com-
plexele simpliciale sau cele cubice? Am observat ca
poliedrele regulate, numite si corpuri platonice, apar
in mod natural, intr-o forma sau alta. Tetraedrul, cu-
bul si octaedrul se intalnesc sub forma de cristale.

Poliedrele apar, de asemenea, si in biologie [1].
Ernst Haeckel (1834 — 1919) a descris in 1904 o serie
de specii de Radiolaria. La unele dintre ele scheletele
sunt modelate ca diverse poliedre regulate.

Diferite forme de poliedre sunt descrise in lu-
cririle [6, 7, 8]. Forma unor figuri spatiale este
descrisa in lucrarea fundamentald a lui Anatol T. Fo-
menco [13]. Pe dreapta si in plan vom avea numai
punctul, segmentul, triunghiul si patratul, care pot
fi considerate simplexe sau cuburi de dimensiuni
mici. In spatiile cu dimensiunea n>4 existd doar 3
tipuri de poliedre regulate: simplexul #-dimensio-
nal, octaedrul n-dimensional (hyperoctaedronul) si
cubul #n-dimensional (hipercubul). Hiperoctaedro-
nul n-dimensional este reuniunea a doud piramide
n-dimensionale cu bazd comuna de forma unui hi-
peroctaedron cu dimensiunea n-1. Prin urmare, pentru
a cuprinde si dimensiuni mari devine necesard exami-
narea simplexelor si a cuburilor (vezi [3, 6, 14, 15]).

Topologia relatiilor multi-are

Topologia face parte din categoria disciplinelor
de bazd in matematica. Topologia algebrica ofera
metode eficiente de studiere a spatiilor topologice
si a structurilor adiacen-
te lor prin intermediul
structurilor discrete de tip
algebric: grupuri, module,
spatii vectoriale, grupuri
graduate, algebre etc.

Monografia Topologia
algebricd a relatiilor multi-
are este structuratd in no-
tatii, introducere, patru ca-
pitole si bibliografie.

Primul capitol, Struc-
turi discrete si generalizdri,
are mai mult un caracter
introductiv si scopul de a familiariza cititorul cu
principalele structuri matematice cunoscute, care
pot fi privite drept cazuri particulare ale comple-
xului de relatii multe-are, studiate in capitolele ce

Sergiu CATARANCIUC

TOPOLOGIA ALGEBRICA
A RELATIILOR MULTI-ARE
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urmeazd. Analiza cercetdrilor efectuate de prede-
cesori ilustreaza in mod convingétor actualitatea si
importanta problemelor abordate in monografie.
Graful se reprezinti ca o pereche G = (X, "), unde
X este o multime arbitrard, numita multimea varfu-
rilor grafului, iar /"= 1"y : X — X este o aplicatie
multivoca. MultimeaU = {(x,y):x € X,y e [ (x)}
este totalitatea muchiilor (sau arcelor) grafului G.

Hipergraf se numeste perechea H=(X,E), unde X
este 0 multime finitd de varfuri, iar E={E1,E2,...,En}
este o familie de submultimi nevide a multimii X si
X =E UE,U..UE,. Elementeledin familia E se
numesc muchii sau, mai corect, hipermuchii.

In paragraful 1.3 se definesc matroizii, introdusi
in matematica in anii 1930 — 1940 de catre S. MacLane
si B. L. van der Waerden, si se demonstreazad un sir
de proprietéti noi ale matroizilor (teoremele 1.3.8 —
1.3.12). Matroidul este format dintr-o pereche (X, E),
unde E este o familie de submultimi a multimii X cu
proprietétile: ExJ; daca A€ E si BcA, atunci Be E; daca
A, BeE i cardA> cardB, atunci B {x} € E, pentru
un careva element x€A\B. Fiecdrui graf sau hipergrafi
se asociaza un matroid. Fie @ o functie pozitiva, defi-
nitd pe multimea X, iar ¢ (A) - suma valorilor @ (x),
x € Ac X. Se examineaza problema determindrii
valorii maxime a functiei ¢ pe familia E. Este impor-
tanta teorema 1.3.12 potrivit cireia solutia obtinuta
prin aplicarea algoritmului Greedy nu totdeauna
este cea optimald. Se construieste matroidul dual si
se formuleaza principiul dualitatii. Primul capitol
se incheie cu examinarea familiei tuturor lanturilor
r-dimensionale ale unui complex simplicial.

Cel de-al doilea capitol, Relatii multi-are si gru-
puri de omologii abstracte, poate fi considerat drept
nucleul lucrérii. De rand cu introducerea si cerce-
tarea notiunilor de baza, la nivel teoretic se funda-
menteazd si se argumenteaza directia de cercetare si
metodele de solutionare a problemelor practice. O
relatie n-ard pe multimea X poate fi reprezentata ca o
submultime a produsului cartezian X" a n exemplare
a multimii X. Fie M o multime nevida si #n > 1. Se nu-
meste complex generalizat (sau G-complex) de relatii
multi-are, o familie R*'={R’, R?, ..., R**'} cu proprie-
titile: R'=X este o submultime finita si nevida din M;
R #; dacd 1<m< n+1, 1<i<m si (x,X,....x )ER™,
atunci (xl,xz,...,xl._l,xiﬂ,...,xm)eR”“. Observam ca R"
este o relatie m-ara pe multimea X. Multimea X poa-
te fi considerata ca suportul G-complexului de relatii
multi-are R"*'. Pentru G-complexul de relatii mul-
ti-are R™! se definesc o serie de notiuni: G-subcom-
plex; schelet; slab conex; conex; componenté conexa;
local complet; arbore; numar ciclomatic etc. Se intro-
duc notiunile de cardinal a(R"*') a acoperirii minime
si cardinal f(R™') a multimii intern stabile maxime.
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In cazul cand complexul de relatii multi-are R™*! este
un arbore a(R"")=B(R"*') (Teorema 2.2.3), o afir-
matie similara cu teorema lui Kéning pentru un graf
bipartit. Este surprinzator faptul ca pentru comple-
xul de relatii multi-are R se determina simplexele
abstracte. Dacd notdm cu §” totalitatea simplexelor
m-dimensionale determinate de relatia (m+1)-ard
R™!, atunci G-complexul de relatii multi-are R
poate fi privit ca un complex de simplexe K"'={$", §',
... ,3"}, care nu este un complex simplicial abstract,
deoarece aceleasi varfuri pot determina mai multe
simplexe abstracte. Totodata, deoarece complexul
de relatii multi-are este definit pe produsul cartezian
al unei multimi de elemente X, cortegiile respective
ar putea sd contind repetari ale elementelor din X,
care nu mai pot fi considerate simplexe. In acest caz
K" este considerat un complex de cuasisimplexe abs-
tracte. Odata cu acceptarea unor astfel de structuri,
in complexul K" apar asa-numitele bucle de diferite
dimensiuni. ,,Paralelismul” notiunilor folosite la de-
finirea complexului permite sd se introduca si sd se
cerceteze o serie de chestiuni importante:

» caracteristica lui Euler ¢ (K") a complexului K%

» orientarea complexului si matricea de incidenta;

» A-incidenta si V-incidenta cu matricele respective;

® lanturi si cicluri m-dimensionale;

= grupuri ale A-omologiilor A"(K") cu dimensiu-
nea m, 0 <m <n, si numerele Betti, ca ranguri ale
acestor grupuri; B

= grupuri ale A-omologiilor diluate A™(K") cu di-
mensiunea m, 0<m<n.

Pentru aceste notiuni se demonstreaza un sir
de afirmatii profunde si surprinzatoare (teoremele
2.25-228,264 -26.7). In particular, sunt ade-
varate afirmatiile analoage cu teoremele lui Euler-
Poincaré-Kolmogorov si Poincaré-Vebler-Alexan-
der (teoremele 2.6.5 si 2.8.1).

Cel de-al treilea capitol, Complexe de cuburi
abstracte, prezintda o imbinare reusitd si originald a
metodelor elaborate in capitolul precedent si a unor
constructii din teoria clasicd a omologiilor cubice.
Aceasta permite crearea a noi instrumente eficiente
prin metode combinatorice cu aplicatii atat practice,
cat ti teoretice, in dezvoltarea a noi compartimente
ale topologiei combinatorice si teoriei grafurilor. Cu-
bul si simplexul de orice dimensiuni finite permit o
descriere simpla atat din punct de vedere formal, cat
si geometric. Cubul abstract n-dimensional se defi-
neste inductiv:

= cubul 0-dimensional I’este un punct sau un ele-
ment;

*» fie I" este un cub n-dimensional cu fetele cubi-
ce cu dimensiunile i < n bine determinate i cu var-
furile V. ={v: i <2"}. Atunci V =V x{0,1}={(v,0),
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(v,1), : i <27} sunt varfurile cubului n+1-dimensio-
nal I'"*! cu fetele: daci FcV sunt vérfurile unei fete
cubice cu dimensiunea i<z a cubului I, atunci Fx{0}
si Fx{1} sunt varfurile a doua fete cu dimensiunea i,
iar Fx{0, 1} sunt varfurile unei fete cu dimensiunea
i+1, si alte fete cubul I"*! nu contine.

Acest model al cubului abstract este identic mo-
delului propus in monografie.

Astfel, cubul abstract 1-dimensional are numai
doua varfuri. Doud varfuri diferite ale unei fete 1-di-
mensionale se numesc adiacente. Daca v, este un
varf al cubului n-dimensional I, atunci exista exact
n varfuri Vp Vy ooy Vs adiacente cu v, si totalitatea
{vy vy v, ..., v } formeazd reperul cubului I". Cubul
m-dimensional se noteaza prin I"={v, v, v, ..., v },
iar multimea tuturor cuburilor m-dimensionale -
prin &". Observim ci reperul cubului abstract
este un simplex abstract cu aceeasi dimensiune. In
dimensiunile 0 si 1 cubul coincide cu simplexul re-
perului. Dacd o submultime finitd F a mul{imii X
este considerata un cub abstract, atunci numarul de
puncte al figurii F este 2 si se considera cunoscute
submultimile din E care sunt fete ale cubului.

Definitia complexului cubic abstract este simila-
rd cu cea a complexului simplicial abstract. Se nu-
meste complex cubic abstract o pereche ordonata de
multimi 3" =(V; F), unde V este o mulfime nevida
finitd de elemente, numite varfurile complexului,
iar F - o familie de submultimi finite ale multimii V,
numite cuburi abstracte, cu proprietitile: daca veV,
atunci {v}eF; daca feF si g este o fatd a cubului f,
atunci geF; daca feF atunci f contine 2* elemente
din V pentru un careva k>0 si numadrul k se nu-
meste dimensiunea cubului f. Indicele #n reprezinta
dimensiunea maximala a cuburilor din complex.

Notiunile de lant m-dimensional si 0-ciclu m-di-
mensional al complexului cubic abstract 3" permit
sd construim grupul de o-ommologii 0"( 3", Z) cu
dimensiunea m al complexului cubic J". Cu ajuto-
rul cociclurilor m-dimensionale se construiesc gru-
purile de coomologii 0"( 3",Z) cu dimensiunea m a
complexului cubic 3”.

Casi in cazul unui complex poliedral, cu ajutorul
formulei de forma (e) se determina caracteristica Eu-
ler-Poincaré x(3") a complexului cubic J”. Se de-
finesc varietatile cubice abstracte si se determina re-
latiile lor cu complexele cubice abstracte. Teoremele
3.3.2,3.3.3,3.4.4,3.4.7,3.5.2,3.5.3,3.5.5 descriu prop-
rietatile fundamentale ale grupurilor de omologii
si co-omologii ale complexului cubic 3" si ale va-
rietatilor cubice abstracte. Dacd a_ si p, sunt indicii
grupurilor &" si o™( 3", Z) respective, atunci se
determina ca:

X( Sn ):z(_l)mam :Z(_l)mpm s 0 <m<n.

In capitolul patru, Aplicatii ale complexelor de re-
latii multi-are, sunt examinate diverse aplicatii ale re-
zultatelor din capitolele precedente. Existenta bucle-
lor intr-un complex abstract a condus la necesitatea
introducerii si studierii varietatilor sferice degenera-
te de genul p. Teorema 4.1.4 prezintd o clasificare a
acestor varietati.

O altd problemd cu caracter practic, examinata
in acest capitol, este problema medianei care, pen-
tru spatii arbitrare, se formuleazd in modul urmator.
Fie d(x,y) o distanta definitd pe multimea nevida si
finitd X, iar p: X — R" - o functie cu valori pozi-
tive. Numdrul p(x) se numeste pondere a elemen-
tului x € X . Notam f(x)=Yd(x,y)p(y), unde suma
se calculeaza pentru toate elementele yeX. Punctul
x €X se numeste mediana tripletului (X,d,p), adica
a spatiului X, daca are loc egalitatea: flx")=min{f(y):
yeX}. Asa puncte exista totdeauna, raimane doar de
vazut dacd putem elabora metode eficiente de calcul
al acestora. Precum se cunoaste, in cazul unui triplet
arbitrar (X,d,p) problema in cauza este dificila.

Calculul medianei este important prin faptul ca
multe probleme de optimizare cu caracter economic,
si nu numai, se reduc la problema medianei (vezi
lucrarile [60, 213, 214] in bibliografia din [4]). In
paragrafele doi si trei ale capitolului patru se pro-
pune un algoritm elegant de rezolvare a problemei
medianei pentru complexele arborescente de cuburi
abstracte n-dimensionale. In acest scop se constru-
ieste metrica Hamming a arborelui, apoi spatiul X
se scufunda intr-un spatiu normat finit-dimensional
si bine determinat. Intr-un final, mediana arborelui
n -dimensional 4" (1) este determinati de mediana
z* calculatd in cubul m -dimensional £™ pentru un
graf special G obtinut ca rezultat a doua aplicatii
succesive & si f. Dupd cum se demonstreazi in
cele din urma, dacé z* este mediana acelui graf G in
cubul E™, atunci mediana x* a arborelui 4"(1) se
determina prin relatia: x"=a '8 (z") . Algorit-
mul propus pentru solutionarea problemei mentiona-
te este eficient, nu depinde de metrica spatiului initial
si poate fi aplicat in cazul unor complexe mai generale
(de exemplu, complexe de poliedre abstracte).

Un alt aspect al posibilelor aplicatii ale teoriei
complexelor de relatii multi-are se referd la teoria
jocurilor - domeniu important al matematicii apli-
cate. In ultimul paragraf al capitolului, pe un com-
plex de relatii multi-are se defineste un joc de tipul
Nim, si cu ajutorul functiei Grundy (mai precis de
tip Grundy) se construieste o strategie eficienta a
acestui joc.
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Bibliografia contine o lista impunatoare de surse
stiintifice publicate in diverse limbi si care adecvat
descriu situatia in domeniul de cercetare la momen-
tul actual.

CONCLUZII SI PROBLEME

Cele expuse ne permit sd evaluam in mod deo-
sebit valoarea generald, actualitatea si originalitatea
cercetdrii efectuate. Conchidem ca monografia lui
Sergiu Cataranciuc Topologia algebrici a relatiilor
multi-are este o lucrare stiintificd fundamentala din
punct de vedere teoretic si aplicativ, reprezintd au-
torul ei ca pe un savant capabil sa rezolve probleme
stiintifice si si dezvolte teorii profunde cu aplicatii
valoroase. Rezultatele prezentate in carte sunt re-
levante, generalizeaza demersul de cercetare, reli-
efeazd adecvat momentele si obiectivele cercetarii,
demonstreaza integritatea si incheierea logica a luc-
rarii, reprezintd o totalitate de metode si investigatii
profunde ce tin de Topologia Algebrica, avand drept
scop principal evidentierea importantei si eficacitatii
metodelor de cercetare, bazate pe proprietatile com-
plexelor de relatii multi-are.

Monografia cuprinde un sir de exemple, care: a)
ilustreazd continutul logic al conceptelor fundamen-
tale expuse in lucrare, sau b) argumenteaza necesi-
tatea unor restrictii din formularile teoremelor, sau
c) contin un raspuns negativ la o careva intrebare
concretd. Textul monografiei este insotit de diverse
comentarii istorice care reflectd relatiile dintre con-
ceptele introduse in monografie cu notiunile si rezul-
tatele predecesorilor.

Rezultatele principale din monografie au menirea
de a grupa cercetarile in domeniu ale autorului din
ultimii ani, reflectate deja in numeroase lucrari pub-
licate in prestigioase reviste stiintifice si comunicate la
diverse foruri stiintifice nationale si internationale. O
mare parte din ele s-au bucurat de aprecierea comu-
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nitatii stiintifice. In anul 2004, Sergiu Cataranciuc a
fost unul din membrii echipei de cercetétori, condusa
de academicianul Petru Soltan, care a fost distinsd cu
Premiul National in domeniul Stiintei si Tehnicii.

Monografia constituie un inceput bun pentru
dezvoltarea ulterioara a teoriei relatiilor multi-are.
Cercetarile in domeniu ar putea fi continuate pe un
spectru de probleme importante atat sub aspect teo-
retic, cat si din punct de vedere practic. In particular,
considerdm ca in contextul celor examinate in monog-
rafia Topologia algebricd a relatiilor multi-are, merita
atentie studierea unor probleme legate de morfisme,
retractii, omotopii etc. In viziunea autorilor prezentu-
lui articol, printre aceste probleme pot fi mentionate:

1. De dezvoltat notiunea de morfism si omotopie
pentru categoria de complexe de relatii multi-are. De
studiat functorii de la aceastd categorie la categoria si-
rului de omologii si in categoria sirului de coomologii.

2. De determinat conditiile in care grupurile de
omologii ale complexului de relatii multi-are sunt
exacte (se realizeazd diverse axiome si principii ale te-
oriei omologiilor).

3. De introdus notiunea de ,triangulare” a com-
plexului de cuburi abstracte. De determinat conditiile
de isomorfism ale grupurilor de omologii ale comple-
xului de cuburi abstracte cu grupurile de omologii
ale complexului de simplexe abstracte.

4. De examinat cazul complexului de relatii
multi-are infinite.

Mentionam cd problemele 1, 2 si 4, formulate
pentru complexe de relatii multi-are, meritd atentie
si in cazul complexelor de cuburi abstracte.

Monografia Topologia algebrici a relatiilor
multi-are este binevenita si multasteptata. Rezultatele
ei pot fi utilizate in cercetari stiintifice, la rezolvarea di-
verselor probleme practice si la elaborarea cursurilor
optionale pentru studenti, masteranzi si doctoranzi.
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